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Capitulo 1

Prologo

Estas notas se basan en el curso de posgrado PEDECIBA - Universidad de la Republica,
titulado Sistemas dindmicos topologicamente hiperbolicos dictado del 16 de agosto al 15 de
octubre de 2021.

El proposito del curso es ofrecer una introducciéon réapida a un conjunto importante de
conceptos y resultados de la teoria de sistemas dinamicos desarrollado a lo largo del siglo
XX. Para seguir adecuadamente el curso es indispensable un manejo fluido de la topologia
general, especialmente en espacios métricos compactos. Es recomendable, pero no necesario
formalmente, tener un curso de ecuaciones diferenciales.

El objetivo principal es probar el teorema de descomposicion espectral de Smale, con el
complemento de Bowen, en un contexto topolégico. En la version original de Smale se asume
que la dinamica es dada por un difeomorfismo que satisface el Axima A. En este texto vamos
a trabajar con hiperbolicidad topologica, entendida como la combinacion de ezpansividad y la
propiedad de sombreado. Esta abstraccion es bien conocida desde hace unos 50 anos y ha de-
mostrado tener un poder importante. Nos proponemos demostrar el teorema de descomposicién
espectral para homeomorfismos topolégicamente hiperboélicos en espacios métricos compactos.

Alfonso Artigue
23 de febrero de 2022
Paysandu, Uruguay.






Capitulo 2

Introduccion

A continuacion una breve linea del tiempo mencionando sélo algunas de las contribuciones
més importantes en la teoria que se desarrolla en este texto.

1898, Hadamard [9]. Este trabajo es considerado como uno de los primeros en dinamica
simbolica, aplicada al estudio del flujo geodésico de superficies de curvatura negativa.

1892-1899, Poincaré [14]. Introduce el concepto de érbita homoclinica.

1920, Birkhoff [4]. Introduce nociones de recurrencia como la transitividad.

1938, Hedlund y Morse [10]. De los primeros trabajos en dindmica simbolica abstracta, es
decir, dedicado al estudio de las propiedades dinamicas del shift.

1950, Utz [17]. Introduce la definicién de homeomorfismo expansivo.

1967, Smale [16]. Define los difeomorfismos Axioma A y demuestra el teorema de descom-
posicion espectral. Este articulo es de los mas influyentes en la teoria de sistemas dindmicos del
siglo XX.

1971, Bowen [5,6]. Complementa el teorema espectral con la parte mixing.

1978, Bowen |7|. Dice: My feeling is that the shadowing of pseudo-orbits is the most important
dynamical property of Aziom A maps. Charles Conley has advocated this viewpoint also.

1978, Walters [18]. En ese articulo se explota la hiperbolicidad topologica en relacion a la
estabilidad. Se muestra también la equivalencia entre tipo finito y sombreado para subshifts.

1978, Conley [8]. Estudia en profundidad los conjuntos dindmicamente aislados explotando
la recurrencia por cadenas.

1979, Mané [13]. Muestra que los conjuntos minimales de los expansivos son totalmente
disconexos, generalizando un resultado previo de Bowen para difeomorfismos. Si bien este re-
sultado es lateral para los objetivos de este curso, ilumina a la expansividad como propiedad
importante de los difeomorfismos que satisfacen el Axioma A.

1983, Aoki |2, 3]|. Muestra el teorema espectral s6lo asumiendo expansividad y sombreado,
en espacios métricos compactos. Este es el resultado principal que nos proponemos probar en
este curso.






Capitulo 3

Dinamica topolégica

Resumen. En §1 veremos las formas de recurrencia mas importantes para el desarrollo del curso.
Seguiremos de cerca al libro de Shub [15]. En §2 presentaremos los ejemplos principales: el shift
y un difeomorfismo de Anosov. En §3 consideraremos las propiedades de transitividad y mixing.

1. Nociones de recurrencia

Sea (M, dist) un espacio métrico compacto. La clausura de un conjunto X C M sera deno-
tada por cl(X). Las bolas abiertas seran indicadas como B,.(z) para todor >0y x € M.

1.1. Conjuntos invariantes. Sea f: M — M un homeomorfismo. Decimos que X C M
es invariante si f(X) = X.

PROPOSICION 3.1. Si X C M es invariante entonces cl(X) también lo es.

DEMOSTRACION. Tomemos z € cl(X). Si z € X entonces no hay nada que probar porque
X es invariante. Si z € cl(X)\ X entonces podemos tomar una sucesion y,, € X, n > 1, tal que
Yn, — . Sabemos que f(y,) € X y por continuidad f(y,) — f(z). Entonces f(z) € cl(X) y X
es invariante. 0

Dado z € M definimos su drbita como el conjunto orb(z) = {fi(z) : i € Z}.

Decimos que z € M es fijo si f(x) = x y que es periddico si f"(x) = x para algin n > 1. El
conjunto de puntos periodicos serd denotado como per(f). Denotamos por fix(f) al conjunto
de puntos fijos de f.

De la Proposicion 3.1 concluimos que cl(per(f)) es un cerrado invariante.

1.2. Conjunto limite. Dado x € M definimos su conjunto w-limite como
we(z) ={y € M : Iny, — +oo tal que f*(z) — y}.

El conjunto a-limite se define como oy (z) = wy-1(z).

PROPOSICION 3.2. Para todo x € M los conjuntos wy(x) y ay(x) son cerrados, invariantes
Y N0 Vacios.

DEMOSTRACION. Como M es compacto, wy(x) no es vacio. Veamos que es invariante. Su-
pongamos que f™(z) — y € ws(x). Entonces [+ (z) = f(f™(z)) = f(y). Como 1+ ny —
+00, concluimos que f(y) € wys(z). Para ver que wys(x) es cerrado tomemos una sucesion
Yn € wy(x) tal que y, — z € M. Dado m > 1 tomemos y,,, € Bi/m(2). A su vez, podemos
tomar ky, > m tal que f*"(z) € By/n(yn,.). Por lo tanto dist(f*m(z),z) < 2/m, ff(z) = 2y
z € wg(x). La prueba es analoga para ay(x). O
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Definimos los conjuntos

L(f) = Ly (f) U L_(f)-

Observar que la unién de cualquier familia de conjuntos invariantes también es invariante.
Entonces, por las Proposiciones 3.1 y 3.2 estos conjuntos son cerrados, invariantes y no vacios.

Observar que cl(per(f)) C L(f). Por la Proposicién 3.2 el conjunto L(f) nunca es vacio. Si
tomamos f como una rotacién de angulo irracional en el circulo vemos que la inclusion anterior
puede ser estricta ya que ésta no tiene puntos periddicos.

1.3. Conjunto no errante. Decimos que x € M es errante si existe un entorno abierto
U de z tal que f{(U)NU = () para todo i € Z, i # 0. Evidentemente, en ese caso todos los
puntos de U son errantes; por lo tanto el conjunto de puntos errantes es abierto. Ademas, si x
es errante entonces f(x) también lo es, para todo i € Z; basta considerar el entorno abierto
fY(U) de f*(z). Por lo tanto, el conjunto de puntos errantes es abierto e invariante.

El conjunto de puntos que no son errantes seré denotado como Q( f) y sera llamado conjunto
no errante. Por lo dicho anteriormente, (2(f) es cerrado e invariante.

PROPOSICION 3.3. Se cumple que x € Q(f) si y sdlo si para todo entorno abierto U de x
existen y € U yn > 1 tales que f*(y) € U.

DEMOSTRACION. Negando la definicién de punto errante obtenemos = € (f) si y solo si
para todo entorno U de x existe i # 0 tal que f{(U) NU # . En ese caso podemos tomar
z€ fYU)NU.Seay = f~*(z). Conlo cual y € Uy f'(y) € U. Esto prueba la equivalencia. [J

PROPOSICION 3.4. Para todo v € M se cumple que we(x) C Q(f).
DEMOSTRACION. Dado y € w¢(z) podemos tomar n; — +o0o tal que f™(z) — y. Dado un
entorno U de y, existen j > ¢ > 0 tales que f/(z), f'(z) € U. Si definimos z = f%(x) tenemos

que z, f77%(z) € U. Aplicando la Proposicién 3.3 concluimos que y € Q(f). O

COROLARIO 3.5. Para todo entorno U de Q(f) yx € M existe N > 0 tal que f'(x) € U si
i > N.

DEMOSTRACION. Consideraremos el caso i > 0, siendo el otro caso andlogo. Argumentando
por absurdo, supongamos que existe n; — 400 tal que f™(z) ¢ U para todo k > 1. Como M
es compacto, podemos suponer que f™ (x) converge a un punto y € M. Por un lado, y € w(z)
pero por otro lado, y ¢ Q(f). Esto contradice la Proposicion 3.4 y termina la prueba. U

COROLARIO 3.6. Se cumple que L(f) C Q(f).

DEMOSTRACION. Es directo de la Proposicion 3.4. O

En el Ejemplo 3.13 veremos que la inclusién puede ser estricta.
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1.4. Recurrencia por cadenas. Dado ¢ > 0 decimos que una sucesion x; € M, @ € Z,
es una e-seudo orbita si dist(f(x;),z;41) < € para todo i € Z. Una e-seudo orbita x; es periddica
si existe n > 1 tal que z; = x; 1, para todo ¢ € Z. Decimos que los puntos de una e-seudo érbita
periodica son e-seudo periodicos. Un punto es seudo periodico si es e-seudo peridédico para todo
e > 0. Al conjunto de los puntos seudo periodicos lo denotaremos como R(f).

LEMA 3.7. Para todo 6 > 0 existe &' > 0 tal que si z; es §'-seudo orbita entonces f(z;) es
d-seudo orbita.

DEMOSTRACION. Como M es compacto tenemos que f es uniformemente continua, por lo
cual, dado § > 0 tomamos ¢’ > 0 tal que si dist(a,b) < ¢' entonces dist(f(a), f(b)) < 6. O

PROPOSICION 3.8. El conjunto R(f) es invariante.
DEMOSTRACION. Es directo del Lema 3.7. 0

Ejercicio: probar que R(f) es cerrado.

TEOREMA 3.9. Para todo homeomorfismo f: M — M se cumple

cl(per(f)) € L(f) € Q(f) € R(f).

DEMOSTRACION. Soélo resta probar la ultima inclusion. Supongamos que x es un punto no
errante. Dado € > 0 tomemos § € (0, ¢) tal que si dist(z,y) < § entonces dist(f(z), f(y)) < e.
Por la Proposicion 3.3 existen y € Bs(z) y n > 1 tales que f"(y) € Bs(x). Definamos

20 =T,%1 = f(y)>z2 = fz(y>7 ceesBp—1 = fn_l(y)7zn = .

Como y € Bs(x) tenemos que dist(f(20),21) < €. Como f*(y) € Bs(z) y § < £ concluimos que
dist(f(zn—1), zn) < €. Por lo tanto, x es e-seudo periddico y termina la prueba. O

En el Ejemplo 3.11 mostraremos que la inclusion Q(f) C R(f) puede ser estricta.

2. Ejemplos

2.1. Dinamica simbélica. Sea S un conjunto finito y definamos SZ = SZ. Un elemento
z de S? es una funcién de Z en S. Usaremos la notacién z(i) = x; para i € Z. Vamos a definir
una distancia en SZ. Consideremos la funcion N: S% x SZ — Z U {+oc0} dada por

N(z,y) = méax{n > 0:x; = y; para todo |i| <n} siz#uy,
T+ siz=uy.

Por ejemplo, si xg # 3o tenemos que N(z,y) = 0. Si g = yo pero x1 # y; (0 1 # y_1)
entonces N(z,y) = 1. Dado A > 1 definimos dist(x,y) = ANy Es un ejercicio de topologia
probar que (SZ, dist) es un espacio métrico compacto. Definimos el shift como o: S — SZ tal
que o(z) =y si x; = y;41 para todo i € Z. Otro ejercicio: probar que o es un homeomorfismo.

PROPOSICION 3.10. cl(per(c)) = SZ.

DEMOSTRACION. Tomemos = € SZ y fijemos un bloque B = (v_n,..., %0, Z1,...,ZN).

Consideremos p € S% formado por la repeticién del bloque B. Es claro que oV *1(p) = p y que
dist(z, p) < A7V, O
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2.2. Subshifts. Un subshift es un subconjunto no vacio y cerrado ¥ C SZ invariante por

el shift.

EJEMPLO 3.11. En {0,1}% consideramos el subshift formado por los puntos fijos (las se-
cuencias p =todos ceros y q =todos unos) y las orbitas de ...,0,0,1,1,... y...,1,1,0,0,....
Se cumple que Q(o|s) = {p,q} v R(o|g) = X. Este ejemplo complementa el Teorema 3.9,
mostrando que la inclusiéon puede ser estricta.

EJEMPLO 3.12 (Un subshift minimal). Sea f: S' — S! una rotacion de adngulo irracional
en el circulo. En el circulo tomemos dos puntos diametralmente opuestos p, ¢ que determinen
dos arcos abiertos A, B. Consideramos el conjunto de simbolos S = {A, B} y definimos a € 5%
mediante la condiciéon f(x) € a; para todo i € Z, siendo x un punto del circulo que no esté
en la orbita de p ni en la de ¢. Definimos el subshift ¥ = cl(orb(a)). Se cumple que ¥ es un
conjunto de Cantor minimal.

EJEMPLO 3.13. Consideremos ¥ C {0, 1}Z tal que z € ¥ si y solo si ningtin bloque de z es
de la forma 10™1™0, con m,n > 1. Consideremos tres elementos de ¥: z tal que x; = 0 para
todo @ € Z, y tal que y; = 0 para todo ¢ € Z y z tal que z; = 1 para todo i > 0, z; = 0
para todo ¢ < 0. Enumeramos algunas propiedades: 1) ¥ es un subshift, 2) L(o|s) = {z,y}, 3)
z € Q(oly). Este ejemplo complementa al Corolario 3.6.

2.3. Subshift de tipo finito. Un subshift ¥ C SZ es de tipo finito si existe N > 1y
un conjunto P de bloques de largo N + 1 tal que para todo x € ¥ se tiene que todo bloque de
largo N 4+ 1 de = esté en el conjunto P. El orden del subshift es el minimo N que cumple la
definicion.

Sean f: M — M y g: N — N dos homeomorfismos. Decimos que f y g son semiconjugados
si existe h: M — N continua y sobreyectiva tal que hf = gh. Si h es homeomorfismos decimos
que son conjugados.

Ejercicio: probar que las siguientes propiedades son invariantes por conjugacion: expansivi-
dad, sombreado, transitividad.

PROPOSICION 3.14. Todo subshift de tipo finito es conjugado a un subshift de tipo finito de
orden N = 1.

DEMOSTRACION. Supongamos Y subshift de tipo finito con conjunto de bloques permitidos
P (bloques de largo N +1). Usaremos a P como nuevo conjunto de simbolos. Definimos h: ¥ —

PZ de la siguiente forma. Dado = € ¥, tomamos y = h(z) con y; = (z;,...,7;,ny) € P para
todo i € Z. Sea o’ el shift en PZ y ¥/ = h(X). Queda como ejercicio verificar que: h: ¥ — ¥/
conjuga o y o’ y que ¥ es subshift de tipo finito de orden 1. O

2.4. Un difeomorfismo de Anosov. Sea T: R? — R? la transformacion lineal dada
por T(z,y) = (2x + y,x + y). Consideremos el toro de dimensiéon 2 M = R?/Z?. Es decir,
consideramos la relacion de equivalencia (z1,y1) ~ (Z2,y2) si 1 — x9,y1 — y2 € Z. De este
modo, el toro es el espacio cociente de R? por esta relacién de equivalencia. Sea f: M — M el
homeomorfismo inducido por 7" en el cociente. Ejercicios: mostrar que f esta bien definida, M
es espacio métrico compacto y f es homeomorfismo.

Un calculo directo nos da que T tiene dos valores propios reales A4, A, tales que 0 < A\, <
1 < \,. Estos valores inducen subespacios propios Fy, E,,, respectivamente. Si 7: R? — M es la
proyeccion canodnica, entonces se puede probar que tanto w(FEs) como m(E,) son densos en M.

PROPOSICION 3.15. cl(per(f)) = M.
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DEMOSTRACION. Vamos a ver que m(z,y) es periddico si x,y son racionales. Supongamos
que z = a/by y = c¢/d con a,b,c,d enteros. Sea m el minimo comun multiplo de b y d. Un
célculo directo nos da que f"(n(z,y)) = 7(z,/m,y,/m) con x,,y, enteros para todo n > 1.
Eligiendo apropiadamente los representantes podemos suponer ademas que 0 < x,,, v, < m. Un
argumento de finitud no da que zg = x,, yo = y, para algin n > 1. Esto implica que 7 (z,y) es
periodico. O

3. Transitividad y mixing

3.1. Transitividad. En esta seccién seguimos al libro de Walters [19, §5.4],
Decimos que f es transitivo si existe x € M tal que cl(orb(x)) = M.

PROPOSICION 3.16. Un homeomorfismo f es transitivo si y sélo si dados dos abiertos no
vacios U,V C M existe i € Z tal que f{(U)NV # 0.

DEMOSTRACION. Para ver el directo tomemos x € M tal que cl(orb(x)) = M y dos abiertos
Uy V. Tomemos j, k € Z tales que fi(x) € Uy f¥(x) € V. Sean y = fi(x) e i = k — j. De
este modo y € Uy fi(y) = f*7(f/(x)) = f¥(x) € V. Con lo cual, f{(U) intersectado con V es
no vacio.

Veamos el reciproco. Sea {U,},eny una base numerable de la topologia de M. Definamos
U, = Uiezf 4 (U,,). Cada U, es abierto y por hipotesis también es denso. Sea T' = NyenU,. Por
el Teorema de Baire tenemos que 71" es denso y en particular, no vacio. Vamos a probar que
todo z € T tiene 6rbita densa. Sabemos que z € U,, para todo n € N. Luego, para cada n € N
existe i € Z tal que z € f(U,). O sea, f'(z) € U,. Esto permite concluir que la 6rbita de x es
densa en M. 0

OBSERVACION 3.17. En realidad, el conjunto T' de la prueba anterior es exactamente el
conjunto de puntos con 6rbita densa. Un conjunto que es intersecciéon numerable de abiertos se
denomina conjunto Gy. De la prueba anterior vemos que la transitividad implica que el conjunto
de puntos con orbita densa es G5 denso.

Veamos un criterio que nos permite concluir transitividad. Sea A,, una sucesiéon de subcon-
juntos de M. Decimos que A,, — M si para todo € > 0 existe m > 1 tal que B.(A4,) = M para
todo n > m.

PROPOSICION 3.18. Si existe una sucesion de puntos periddicos p, tal que orb(p,) — M
entonces f es transitivo.

DEMOSTRACION. Dados dos abiertos no vacios U, V', podemos tomar z € U,y € Vye >0
tales que B.(x) C U y B:(y) C V. Por hipdtesis podemos tomar un punto perioédico p cuya
orbita corta a ambas bolas. Aplicando la Proposiciéon 3.16 concluimos la transitividad de f. [

3.2. Mixing. Decimos que f es (topoldgicamente) mizing si para todo par de abiertos no
vacios U,V C M existe N > 1 tal que f*(U) NV # () para todo n > N. Observar que mixing
implica transitivo.

Vamos a ver un criterio para obtener mixing mediante conjuntos estables e inestables glo-
bales de puntos periédicos. Dado x € M definimos

Weé(x) ={y € M : dist(f"(x), f*(y)) — 0 cuando n — 400},

W(z) ={y e M :dist(f"(z), f"(y)) — 0 cuando n — +o0}.
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PROPOSICION 3.19. Si cl(per(f)) = M y para todo p,q € per(f) se tiene que W"(p) N
Ws(q) # 0 entonces f es mizing.

DEMOSTRACION. Sean U y V abiertos no vacios. Tomemos puntos periédicosp € U, g € V' y
sea N > 1 tal que f¥(q) = q. Paracadan =0,1,..., N —1 tomemos z,, € W*(p)NW*(f~"(q)).
Sea kg tal que f~*%(z,) € U para todo n = 0,1,..., N — 1 y ademaés, para todo k > kg se
cumpla que f*V(x,) € f~(V) para todon =0,1,..., N — 1.

Dado m > 2kyN cualquiera podemos escribir m = (kg+k)N+nconk > kyy 0 <n < N—1.
De este modo, f~*N(z,) e Uy

FrfRN (@) = R ) = (Y (20) € V-
Es decir, f™(U) NV # 0 para todo m > 2kyN. O
COROLARIO 3.20. El shift y el Anosov de T? son mizing.

DEMOSTRACION. El caso del Anosov se deduce de la Proposicion 3.19 y de lo visto en el
Capitulo 2.4. Por la Proposicién 3.10 sabemos que los puntos periédicos del shift son densos.
Para aplicar la Proposicion 3.19 tomemos dos puntos periddicos p,q. Supongamos que p =
...AAA... yq=...BBB... siendo A, B dos bloques finitos en el conjunto de simbolos. El
punto z = ... AAABBB. .. esta en W*(p) N W"(q) y la prueba termina. O



Capitulo 4

Homeomorfismos hiperbédlicos

Resumen. En §1 presentamos a los homeomorfismos expansivos. Se recomienda los libros de
J. Lewowicz [11] y P. Walters [19] para ampliar el tema. La §2 se dedica a la propiedad del
sombreado. En §3 estudiamos conjuntos estables e inestables. En §4 consideramos la propiedad
de estructura de producto local. En §5 se introducen los conjuntos bésicos de la descomposicion
espectral: las clases de recurrencia. En §6 consideramos conjuntos dindmicamente aislados. En
§7 presentamos los conjuntos elementales de la descomposicion espectral: las clases homoclini-
cas. En §8 se establece el teorema de descomposicion espectral. La lectura de este capitulo se
puede complementar con [3,6,8,15,19].

1. Homeomorfismos expansivos

Supongamos que el espacio M es el objeto de estudio de un experimentador cuya capacidad
de observacion limitada so6lo le permite distinguir dos puntos si estdn a una distancia mayor
que «. La propiedad de expansividad le garantiza a este observador que todo par de puntos
distintos seréan distinguibles por la dinamica. A continuacién se presenta una formalizacion de
esta idea y se explora sus consecuencias.

Decimos que un homeomorfismo f: M — M es expansivo si existe una constante a > 0 tal
que si z,y € M, x # y, entonces dist(f(x), f'(y)) > « para algtn i € Z. En este caso decimos
que « es una constante de exrpansividad.

PROPOSICION 4.1. El shift es expansivo.

DEMOSTRACION. Dados = # y sea i € Z tal que x; # y;. Entonces dist(o'(z),c'(y)) = 1
Con lo cual, cualquier a € (0, 1) es constante de expansividad para o. U

Ejercicio: probar que el Anosov del Capitulo 2.4 es expansivo.

PROPOSICION 4.2. Si f es expansivo entonces fix(f) es finito.

DEMOSTRACION. Como M es compacto, si hay infinitos puntos fijos podemos tomar dos
de ellos, p y ¢ (distintos), tales que dist(p,q) < «, siendo « una constante de expansividad.
Obtendriamos dist(f(p), f(q)) = dist(p, ¢) < a para todo i € Z. Esta contradiccion prueba el
resultado. 0

PROPOSICION 4.3. Son equivalentes:
1. f es expansivo,
2. f' es expansivo para todo i € Z, i # 0,

3. f' es expansivo para algin i € Z, i # 0.
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DEMOSTRACION. Es claro que 1 — 2 — 3. Veamos 3 — 1. Tomemos 7 # 0 y una constante
de expansividad o para f°. Por la compacidad de M y la continuidad de f y sus iterados f7,
|7] < li], sabemos que existe 8 > 0 tal que si dist(x,y) > « entonces dist(f’(z), f/(y)) >
para todo |j| < |i|. Es claro que este [ es constante de expansividad para f. O

COROLARIO 4.4. Si f es expansivo entonces per(f) es numerable.

DEMOSTRACION. Es directo de las Proposiciones 4.2 y 4.3, observando que per(f) =
Unzl ﬁX(fn) OJ

El cardinal de un conjunto X serd denotado como #.X.

PROPOSICION 4.5. Si f es expansivo entonces existe k > 2 tal que # fix(f") < k".

DEMOSTRACION. Sea « una constante de expansividad y tomemos un cubrimiento de M
abierto y finito U cuyos miembros tengan didmetro menor que «. Sea k = #U. Para cada
p € fix(f™) podemos tomar 2 € U™ tal que f'(p) € x¥ para todo i = 0,1,...,n. Para esto
simplemente hay que elegir un abierto del cubrimiento al cual pertenezca cada iterado de p.
Como los abiertos del cubrimiento tienen didmetro menor que «, si p, ¢ € fix(f™) son distintos,
entonces xP # x?. Como el cardinal de U™ es k", obtenemos la acotacién buscada. U

PROPOSICION 4.6. Todo homeomorfismo expansivo en un espacio métrico compacto es se-
miconjugado a un subshift. Si el espacio es totalmente disconexo entonces existe conjugacion.

DEMOSTRACION. Sea « una constante de expansividad y S un cubrimiento de M por
cerrados de diametro menor que «. Sea

Y= {x € S%: Miexf " (x;) # 0}.

Observar que cada x; es uno de los cerrados del cubrimiento. Por lo tanto, y € Niezf*(x;) si
y solo si fi(y) € x; para todo i € Z. Por la expansividad tenemos que el conjunto N;ez f~*(x;)
puede contener a lo sumo un punto. Definimos h: ¥ — M de la siguiente forma. Dado = € X,
tomamos el tnico punto y € M tal que Niezf"(z;) = {y} y definimos h(z) = y. Es claro que
h es sobreyectiva. Queda como ejercicio verificar que h es semiconjugacion.

Si M es totalmente disconexo entonces podemos suponer que el cubrimiento S es una
particion (los cerrados son disjuntos). Con esto se obtiene la inyectividad de h y por tanto,
conjugacion. 0]

2. Propiedad de sombreado

Continuando la idea del experimentador, ahora supongamos que en cada medicion éste
comete un cierto error. De este modo, en lugar de tener érbitas verdaderas lo que tendremos
son seudo orbitas. La propiedad de sombreado garantiza que estas seudo 6rbitas en realidad
estdn proximas a oérbitas verdaderas. Esto se puede formalizar del siguiente modo.

Decimos que f tiene la propiedad de sombreado si para todo € > 0 existe § > 0 tal que si
x;, 1 € 7, es una d-seudo o6rbita entonces existe y € M tal que

(1) dist(f*(y), z;) < € para todo i € Z.

Si se cumple (1) decimos que la érbita de y e-sombrea a la seudo 6rbita. Decimos que f es un
homeomorfismo hiperbolico si f es expansivo y tiene la propiedad de sombreado.
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PROPOSICION 4.7. Supongamos que f es hiperbolico con constante de expansividad «. Para
0 < e < a2 tomemos 6 > 0 del sombreado. Entonces es tunico el punto que e-sombrea a
cualquier d-seudo orbita dada.

DEMOSTRACION. Supongamos que z;, i € Z, es una 6-seudo orbita que es e-sombreada
por dos puntos, y,z. Entonces dist(f*(y),z;) < ¢ y dist(f*(z),x;) < & para todo i € Z. Por
la desigualdad triangular tenemos que dist(f(y), f'(z)) < 2¢ < a, con lo cual concluimos que
y = z por la expansividad. O

PROPOSICION 4.8. Si f es hiperbdlico entonces cl(per(f)) = R(f).

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.9 sabemos que cl(per(f)) C R(f). Tomemos = € R(f).
Sean « una constante de expansividad y > 0 dado por el sombreado para algin € € (0, a/2).
Como z € R(f), sabemos que existe una d-seudo o6rbita x; y N > 1 talesque xg =z y 2; = x;4n
para todo i € Z. Supongamos que y e-sombrea, o sea, dist(f*(y),z;) < € para todo i € Z. Sea
z = f¥(y). Entonces

dist(f(2), z:) = dist(f (y), 2:) = dist(f™ (y), 2ien) < €

para todo ¢ € Z. Es decir, z también e-sombrea. Por la Proposicion 4.7 concluimos que y = z, es
decir, y es periodico. Como dist(z,y) < € y € es arbitrario, concluimos que x € cl(per(f)). O

En [18] Walters probé que un subshift tiene sombreado si y solo si es de tipo finito.

3. Conjuntos estables e inestables

Dado € > 0 definimos el conjunto estable local de x como
W2(2) = {y € M : dist(f"(2), f"(y)) < &,¥n > 0}.
El conjunto inestable local se define como
Wizx) ={y e M :dist(f"(z), ["(y)) <e&,Vn >0}

Ejercicio: probar que los conjuntos estables locales son cerrados.

PROPOSICION 4.9. Son equivalentes:

(a) f es expansivo con constante de expansividad c,

(b) We(x) N Wk(x) = {x} para todo x € M.
Ambas condiciones implican:

(c) W3 (@) "W 5(y) tiene a lo sumo un punto para todo x,y € M.

La condicion (c¢) implica que f es expansivo con constante de expansividad o/2.
Ejercicio: probar la Proposicion 4.9.

PROPOSICION 4.10. Si f es expansivo con constante de expansividad o y 0 < & < a entonces
We(z) Cc We(x) y WX(x) C W*(z) para todo x € M.
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DEMOSTRACION. Por absurdo, supongamos que y € W2(x) peroy ¢ W#(z) (la prueba para
conjuntos inestables es anéloga). Esto implica que dist(f"(x), f*(y)) < € para todon > 0y que
existen p > 0 (p < &) y nxp — +oo tales que dist(f" (z), f"(y)) > p para todo k > 1. Como M
es compacto podemos suponer que f"(x) — ay f™(y) — b, a,b € M. Notar que dist(a, b) > p,
en particular a # b. Para i € Z tenemos [ (z) — f'(a)y f™*(y) — f(b) cuando k — +oo.
Si ny, +1i > 0 (recordar que i puede ser negativo) entonces dist(f™(z), f™*(y)) < &, con lo
cual, tomando limite, dist(f*(a), f'(b)) < €. Como i € Z es arbitrario y a # b, obtenemos una
contradiccidon que termina la prueba. U

Ejercicio: Probar que si f es expansivo entonces

We(x) = Upso f " (WE(f"(x))

WH(z) = Unzo f" (W2 (f " (2))

para todo x € M, siendo € menor que una constante de expansividad.

4. Estructura de producto local

Decimos que un homeomorfismo tiene la propiedad de estructura de producto local si para
todo e > 0 existe § > 0 tal que si dist(z,y) < § entonces W (x)NWH(y) # 0y W(x)NW:E(y) #
(). Por la Proposiciéon 4.9 tenemos que si f es expansivo con constante de expansividad a y
e < /2 entonces W2(z) N W (y) y W¥(x) N W2(y) determinan (cada uno) un tnico punto,
asumiendo estructura de producto local.

PROPOSICION 4.11. Todo homeomorfismo hiperbdlico tiene estructura de producto local.

DEMOSTRACION. Dado ¢ > 0 tomemos & € (0,¢) tal que si dist(a,b) < &£ entonces
dist(f*!(a), f£*(b)) < e. Tomamos § del sombreado asociado a €’ (toda §-seudo 6rbita se puede
¢’-sombrear). Tomemos x,y € M tales que dist(z,y) < §. Consideremos z; = fi(y) sii >0y
z; = fi(z) si i < 0. Observar que z; es una d-seudo 6rbita. Tomamos u € M que &'-sombrea,
dist(f*(u), z;) < & para todo i € Z. Para i > 0 tenemos que dist(f*(u), f(y)) < &, por lo tanto
u e Wi(y) C Wi(y) (ya que ¢ < e. Para i < 0 tenemos que dist(f"(u), f'(x)) < €. Por la
forma en que elegimos a ¢’ tenemos que dist(f~*(u), f~'(z)) < ¢ implica dist(u,z) < . Con
lo cual u € W(x). En definitiva, v € W2(z) N WX(y). Intercambiando = con y se obtiene otro
punto v € W2 (y) N W(z). O

En relaciéon al reciproco del resultado anterior, es sabido que todo expansivo con estructura
de producto local tiene sombreado. La prueba original de R. Bowen depende de la construccion
de una métrica hiperbolica. Recientemente M. Achigar [1] obtiene una prueba mas directa.

5. Clases de recurrencia

Vamos a definir una relacion de equivalencia en R(f). Dados z,y € R(f) decimos que z ~ y
si para todo 0 > 0 existen d-seudo oOrbitas a;,b; v k,l > 1 tales a9 = x,ar = y,bp = y,b; = x.
Como estamos en R(f) es claro que = ~ z para todo = € R(f). De la definicion se tiene
que T~ y implica y % 2. Para probar la transitividad basta concatenar las seudo 6rbitas
correspondientes. Con esto vemos que ~ es una relacion de equivalencia en R(f). Las clases
de equivalencia seran denotadas como [z] = {y € R(f) : y ~ z} y las llamaremos clases de
TECUTTENCLA.
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PROPOSICION 4.12. Las clases de recurrencia son invariantes.

DEMOSTRACION. Por el Lema 3.7 tenemos que x ~ y si y solo si f(z) '~ f(y), es decir que
f([z]) es una clase de recurrencia. Veamos que en realidad esa clase es la de z. Mostraremos
que © ~ f(x). Para ir de z a f(x) simplemente tomamos zy = = y #; = f(z). Ahora vamos
de f(z) hasta . Como z € R(f) podemos tomar una ¢’-seudo orbita y; tal que yo = yp = @

para algin k£ > 1. Consideremos la sucesion zg = f(x), 21 = Y2, 22 = Y3, ..., 2k—1 = Y = . Por
continuidad, si §’ es pequeno, entonces esta sucesion determina una J-seudo orbita desde f(z)
hasta x. 0

PROPOSICION 4.13. Si f es hiperbdlico entonces cada clase [z] es abierta y cerrada en R(f).

DEMOSTRACION. Sea « una constante de expansividad y para ¢ = «/2 tomemos ¢ de la
estructura de producto local (Proposicién 4.11).

Tomemos x € R(f). Supongamos que y € Bjs(x) N R(f). Por la Proposicién 4.8 sabemos
que cl(per(f)) = R(f). Tomemos p € Bjs(x) Nper(f) y q € Bs/3(y) N per(f). De esta forma
tenemos que dist(p, ¢) < J y podemos tomar el punto z en W2(p) N W(q). Supongamos que m
es un multiplo comun de los periodos de p y ¢. Entonces, f""(z) — py f~"(2) — ¢q cuando
n — —+oo. Tomemos k grande tal que f*m(z) € Bsjs(z) y f7"(z) € Bsss(y). Considerando
el segmento de orbita {f(2) : |i| < km} podemos definir una d-seudo 6rbita desde x hasta y.
Como § es arbitrario y podemos intercambiar los roles de x e y, concluimos que y € [z].

Por ultimo, cada clase es cerrada ya que es el complemento de la unién de las restantes
clases (que son abiertas). 0

COROLARIO 4.14. Si f es hiperbdlico entonces R(f) es union disjunta de finitas clases de
TeCurrencia.

DEMOSTRACION. Por ser una relacion de equivalencia, sabemos que las clases son disjuntas
o iguales, es decir, tenemos una particion de R(f) en clases de equivalencia. Por la Proposicion
4.13 tenemos que la descomposicion en clases es en realidad un cubrimiento abierto. Como
cl(per(f)) = R(f) (Proposicién 4.8) y M es compacto, tenemos que R(f) es compacto. El
cubrimiento abierto dado por las clases, debe admitir un subcubrimiento finito, pero esto sélo
es posible si la descomposicion en clases es finita. U

PROPOSICION 4.15. Si f es hiperbdlico y X es una clase de recurrencia entonces existe una
sucesion de puntos periddicos p, € X tales que orb(p,) — X.

DEMOSTRACION. Dado € > 0, menor que una constante de expansividad, tomemos un
conjunto finito A = {as,...,a,} C X tal que B,/(A) = X. Supongamos que toda d-seudo
Orbita se puede €/2-sombrear. Como X es una clase de recurrencia, para cada pareja (a;, a;41)
o0 (an,a;) podemos tomar una d-seudo o6rbita desde el primero hasta el segundo. Concatenando
todas, obtenemos una d-seudo oOrbita periddica. Por la propiedad de sombreado, esta d-seudo
orbita periodica se puede £/2 sombrear por una orbita verdadera. La expansividad implica que
esta Orbita verdadera es periddica. Si p estd en esa Orbita periddica, vemos que B.(orb(p)) =

X. U

TEOREMA 4.16. Si [ es hiperbdlico entonces R(f) es union disjunta de finitos cerrados
invariantes (las clases de recurrencia) X, ..., Xy tales que f: X; — X; es transitivo para todo
i=1,...,k.



14 CHAPTER 4. HOMEOMORFISMOS HIPERBOLICOS

DEMOSTRACION. Los conjuntos X; son las clases de recurrencia. Por el Corolario 4.14
sabemos que son un nimero finito de tales clases. Por las Proposiciones 4.12 y 4.13 sabemos
que son cerradas e invariantes. Por las Proposiciones 4.15 y 3.18 concluimos que f: X; — X;
es transitivo. O

6. Conjuntos dinAmicamente aislados

Supongamos que X C M es un cerrado invariante. Decimos que X es (dindmicamente)
aislado si existe un entorno U de X tal que

X = Niezf (V).

Esta condicion significa que si f(z) € U para todo i € Z entonces = € X.
Ejercicio: Consideremos el homeomorfismo producto f x f en M x M y la diagonal A =
{(z,z) € M x M}. Probar que f es expansivo si y solo si A es aislada para f x f.

PROPOSICION 4.17. St f es hiperbolico entonces las clases de recurrencia son aisladas.

DEMOSTRACION. Sean X1, ..., X} las clases de recurrencia. Sabemos que cada una es ce-
rrada, invariante y abierta en R(f). Sea ¢ > 0 tal que cl(B:(X;)) Ncl(B:(X;)) = 0 para todo
1 <i < j < k. Supongamos que f'(z) € B.(X;) para todo i € Z y algun j € {1,...,k}.

Dado § > 0, por el Corolario 3.5 existen N > 1 e y,z € X, tales que dlst(fN( ) y) <dy
dist(f~V(x),2) < §. Como y y 2 estdn en una misma clase de recurrencia, existe un Jd-seudo
orbita a; desde y hasta z. Concatenando el segmento de orbita f~V(z),..., f¥(z) con a; vemos
que x € R(f). Como = € B.(X,) tenemos que z € X;. O

COROLARIO 4.18. Si f es hiperbdlico entonces R(f) es aislado.

La prueba es un ejercicio. Sugerencia: probar que la unién disjunta de finitos conjuntos
aislados es aislada.

PROPOSICION 4.19. Si f es hiperbolico entonces f restringido a una clase de recurrencia
tiene sombreado.

DEMOSTRACION. Sea X una clase de recurrencia e y; una d-seudo érbita en X que se e-
sombrea por z € M. Como cada y; esta en X y dist(y;, f*(2)) < €, tenemos que f'(z) € B.(X)
para todo i € Z. Si € es pequeno, como X es aislado, concluimos que z € X. 0

7. Clases homoclinicas

Dado un punto perioédico p € M decimos que x € M es un punto homoclinico asociado a p
si x € W¥(p) N W*(p), es decir, z y p son asintoticos a futuro y a pasado. Definimos la clase
homoclinica de p como

H(p) = cl(W*(p) " W*"(p)).

PROPOSICION 4.20. Si f es hiperbdlico, p es periodico y X es la clase de recurrencia de p
entonces H(p) C X.

DEMOSTRACION. Observar que como X es cerrado, es suficiente probar que todo punto

homoclinico asociado a p estd en X. Tomemos = € W#(p) N W*(p). Vamos a probar que x .
Dado ¢ > 0 sea N > 1 tal que f¥(z) € Bs(p) y f~V'(x) € Bs(f(p)). Utilizando los segmentos
de orbita (z, f(x),..., fN"Yz),p) v (p, f VT (x), fFV2(2),..., f1(x),z) obtenemos J-seudo

orbitas que prueban que z ~ p. O
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PROPOSICION 4.21. Si f es hiperbdlico entonces H(f(p)) = f(H(p)) para todo punto perio-
dicop € M.

DEMOSTRACION. Se prueba de la siguiente manera

H(f(p)) =c(W*(f(p)) "W"(f(p)))
= cl(f(W*(p)) N ( “(p)))
c(f(W*(p) " W*(p)))
= f(cl(W*(p) N W*(p))) = f(H(p))

El lector podra verificar cada unos de los pasos. 0

Dados dos puntos periédicos p y q definimos p'~'q si W*(p)NW*(q) # 0 y W*(q) NW*(p) #
0.

PROPOSICION 4.22. Si f es hiperbolico entonces =" es una relacion de equivalencia en per(f).

DEMOSTRACION. Es claro que p'~>'p y que p'~"¢ implica ¢'~"p. Supongamos p ~='q y ¢ ~'r
con p,q,r € per(f). Tomemos x € W9(p) N W"(q) e y € W?3(q) N W¥(r). Sea N un multiplo
(grande) comtun de los tres perfodos tal que fY(y) y f~V(x) estén cerca de ¢q. Esto implica
que fN(y) y f~V(z) estdn cerca entre si, y podemos aplicar la propiedad de estructura de
producto local para encontrar z € W*(fN (y))NW*(f~N(z)). Esto implica z € W*(r)NW?(p).
Anélogamente se encuentra otro punto en W#(r) N W*(p). O

PROPOSICION 4.23. St f es hiperbdlico entonces

H(p) = cl{q € per(f) : p~'q}.
En particular tenemos que H(p) = cl(per(f) N H(p)).

DEMOSTRACION. Sea x un punto homoclinico asociado a p. Por la Proposicion 4.20 sabemos
que z esta en la clase de recurrencia de p. Por la Proposicion 4.8 sabemos que cerca de x hay un
punto periodico ¢. Por la propiedad de estructura de producto local sabemos que los conjuntos
estables e inestables de  cortan a los de ¢. Esto prueba que p'~"¢. Con esto probamos que
H(p) C cl{q € per(f) : p'~'q}.

Para probar la otra inclusiéon supongamos que Py y encontraremos un punto homoclinico
asociado a p proximo a ¢q. Tomemos x € W"(p) N W?#(q) e y € W*(p) N W*(q). Para € pequeno
dado, tomemos el correspondiente o dado por la estructura de producto local. Sea N un miltiplo
(grande) de los periodos de p y de ¢ tal que f¥(z) y f~V(y) estén proximos a ¢, a menos de
§/2. Por la estructura de producto local tenemos z € W2(f" (x)) N W2(f~"(y)). Este punto z
estd proximo a ¢ y es homoclinico asociado a p. O

PROPOSICION 4.24. Si f es hiperbélico y q € per(f) N H(p) entonces p'~"q y H(p) = H(q).
Consecuentemente, p'~'q si y sélo si H(p) = H(q).

DEMOSTRACION. Esto es porque tanto {g € per(f) : p'~ ¢} como per(f) N H(p) son
densos en H(p). Por la propiedad de estructura de producto local sabemos que si dos puntos
periodicos estan proximos entonces estén relacionados homoclinicamente. Entonces, en realidad

{g € per(f) : p'X'q} = per(f) N H(p). O
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PROPOSICION 4.25. Si f es hiperbdlico entonces existe § > 0 tal que Bs(H (p))NR(f) = H(p)
para todo punto periodico p. Consecuentemente, las clases homoclinicas son abiertos relativos
de R(f) y si H(p) N H(q) # 0 entonces H(p) = H(q).

DEMOSTRACION. Por la estructura de producto local existe 6 > 0 tal que si dist(p,q) < §

entonces p '~ q. Por la densidad de los puntos periodicos, tanto en H(p) como en R(f), se
concluye que Bs(H(p)) N R(f) = H(p). O

PROPOSICION 4.26. Si f es hiperbdlico entonces toda clase de recurrencia es union finita y
disjunta de sus clases homoclinicas y éstas son permutadas ciclicamente por f.

DEMOSTRACION. Sea X una clase de recurrencia. Primero veamos que todo punto z € X
estd en una clase homoclinica. En un entorno de = sabemos que hay puntos periddicos (densos)
y que todos ellos estan homoclinicamente relacionados entre si (e.p.l.). Por lo tanto, x esta en
la clase homoclinica de cualquiera de estos puntos periédicos.

Como las clases homoclinicas son abiertos relativos, disjuntas y cobren al compacto X,
tenemos finitas clases homoclinicas.

Sabemos que f preserva las clases homoclinicas. Como f es transitivo en cada clase de
recurrencia, concluimos que f permuta ciclicamente las clases homoclinicas dentro de una misma
clase de recurrencia. 0

PROPOSICION 4.27. Si f es hiperbolico y p,q son puntos periodicos en una misma clase
homoclinica H entonces W*(p) N W*(q) C H.

DEMOSTRACION. Sabemos que p'~'q. Tomemos x € W*(¢q) "W*(p) e y € W*(q) N W*(p).
Concatenando segmentos de las érbitas de x e y obtenemos una d-seudo orbita periodica (con
periodo multiplo de los periodos de p y de ¢q), que sera sombreada por una érbita periodica que
pase cerca de p, de z y de ¢. Este nuevo punto periodico esta en H. Esto prueba que x € H. [

PROPOSICION 4.28. Si f es hiperbdlico, H C M es una clase homoclinica invariante por
N entonces fN: H — H es mizing.

DEMOSTRACION. Es consecuencia de las Proposiciones 3.19 y 4.27. 0

8. Descomposiciéon espectral y un poco mas
Llegamos al resultado principal del curso. La demostracion ya la tenemos pronta.
TEOREMA 4.29 (Descomposicion espectral). Si f es hiperbolico entonces:

1. R(f) es union disjunta de finitas clases de recurrencia que son invariantes y transitivas,

2. cada clase de recurrencia es union disjunta de finitas clases homoclinicas que son per-
mutadas ciclicamente por f,

3. st H es una clase homoclinica invariante por f", entonces f": H — H es topologica-
mente mixing.

DEMOSTRACION. Por la Proposicion 4.12 sabemos que las clases de recurrencia son inva-
riantes. Por el Corolario 4.14 sabemos que R(f) es unién disjunta de finitas clases de recurrencia.
La transitividad de dichas clases fue probada en el Teorema 4.16. Esto completa el primer punto.

El segundo punto es exactamente la Proposicion 4.26.

La propiedad de mixing del tercer punto fue probada en la Proposicion 4.28. [l
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El teorema de descomposicion espectral muestra algunas propiedades dinamicas en el con-
junto no errante. Veamos a continuacién qué sucede con los puntos errantes.

PROPOSICION 4.30. Si f es hiperbolico y x € M es un punto errante entonces existen
a,b € R(f), en clases de recurrencia distintas, tales que x € W*(a) N W¥(b).

DEMOSTRACION. Sean Xi,..., X} las clases de recurrencia. Por la Proposicion 4.17 sabe-
mos que éstas son aisladas, por lo tanto podemos tomar entornos aislantes Uy, ..., U, de cada
clase. Tomemos z errante.

Por el Corolario 3.5 y el hecho de que las clases de recurrencia son invariantes tenemos que
existen ¢ € {1,...,k} y m > 1 tales que f"(z) € U, para todo n > m. Para esto, eventualmente
podria ser necesario tomar entornos aislantes mas pequenos.

Para m grande y ¢ chico, tomemos z € X; N Bs(f™(x)). Ahora consideramos la d-seudo

orbita
T2 R R), TN R), s T (), R (), (),

Esta seudo orbita es sombreada por un punto y. Por un lado concluimos que f"( ) eU; para
todo n € Z, y como Uj es aislante tenemos que y € X;. Por otro lado, dist(f"(y), f"(f™(z))) <
para todo n > 0. Por lo cual, y € W2(f™(x)) € W*(f™(x)). Si definimos a = f~"(y), esto
implica que x € W*(a), con a € X;.

Anélogamente se encuentra el punto b en una clase de recurrencia X; tal que x € W"(b).
Resta probar que X; # X;. Supongamos que fuesen iguales. Dado § > 0 existe N > 1 tal que
dist(fN(z), fN¥(a)) < § y dist(f~N(x), V(b)) < §. Desde fV(a) hasta f~(b) podemos tomar
una d-seudo oOrbita yi, ..., ym, ya que a y b estan en la misma clase de recurrencia X; (= Xj).
Mediante una concatenaciéon obtenemos la d-seudo orbita:

x? f(',’U)? A '7fN71<',’C>7y17 A 7ym7fN71(x)7 A '7f71($)7x

que comienza y termina en x. Como J es arbitrario, esto implica que x es recurrente por cadenas.
Esto contradice que x es errante y la prueba termina. [l

La situacion planteada por el resultado anterior nos invita a hacer la siguiente definicion.
Dadas dos clases de recurrencia X,Y indicamos X ~- Y si existen a € Y y b € X tales que
W#(a) N W*(b) es no vacio.

PROPOSICION 4.31. Si f es hiperbolico entonces ~» define un orden parcial en el conjunto
de las clases de recurrencia.

DEMOSTRACION. Es claro que X ~ X para cualquier clase X, basta tomar a = b cualquier
punto de X. Si X ~» Y ~~ Z entonces tenemos un punto que va de X a Y y otro que va de Y
a /. Utilizando la transitividad en Y podemos definir una seudo 6rbita de X a Z, la cual sera
sombreada por una orbita real que va de X a Z. Esto prueba que X ~» Z.

Si X ~YeY ~ X, entonces con argumentos similares a los del parrafo anterior podemos
obtener un punto de X que estd en la misma clase de recurrencia de un punto de Y. Esto
implica que X =Y. 0
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